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<in 2 gleich ist, oder

irxandiinet Tunktion davon  Wir setzen (da 7(2)

. L
i ) =00 ymptotisch 27, a << — — scin soll)

£y — [#* =+ (27 4 sin 24)*]7%, wo uber A noch
vertiigt werden wird  Dann st
sin 22) cos?r
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SU0) 138 (@ = sinzs)icosts
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32 co» r—16 (2r-L sin 2 7) cosrsins
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Hiciaus folgt (es heben sich zwei Glieder weg,
was aber unwesentlich is)
2 costr
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Dicsem Ausdruch sicht man es aber sofort an,
daB erstens zu jedem & > o cin A gewablt werden
hann, duB er stets zwischen — 1 — gund ~— 1 -+ &
liegt, und daB cr sweitens fur » —00 gegen — 1
strebt?)

Ein

= —1 — 32008ty —,

sin 7
P G sinz Y
groBem ./ leistet also alles Ge-

p

mit geniigend
wimschte
Line Deutung wie im vorigen Punkt hommt
ader nicht in Frage ¥ >chmicg( sich ju. beliebig
gut an — 1 anl D.x; cmugc, was SICh m Anlch-
nung an all, he Be-
nachtungsweisen  vorbringen llcﬂc, ist dieses

der liage, ob das durch cin homogenes clek:
trisches leld gestorte Wasserstoftatom  (Stark-
cffekt) Punhteigenwerte besitzt oder nicht, mit
gewissen Schwierighditen verbunden ist’)  Ins-
besondere mufB3 d'\bcn die ,,Chuhul“ des cleh-
trischen S8 feldes cine he Rolle
spielen

1) Vgl ] R Oppen Phys Rev 31,
80 1928, wo dic Arm'\lunc dcs I‘chlcns von Punkt’
eigenwerten gemacht wird

(Eingegangen 25 Mai 1929 )

Uber das Verhalten von Eigenwerten bei
adiabatischen Prozessen

Von J v Neumann und E Wigner

1 In vielen Fragen der Quanterimechanik ist
s wichtig, die ngn({erung dér I;:gcnwcrxe und
Eigenfunktionen bei stv.-uger }\-n\icnxn[.~ eines odcr
mehrcru P ich
interessiert oft der l-all in dem mwn fur zwei
spezielle Werte der Parameter Eigcnwerte und
Eigenfunktionen kennt und sich tur das Zwischen-
gebiet mterewem \/Ian fr.ngt gewdhnlich, ob
im Zwisch der Eigen-
werte vorkommen, in \\elchcn Eigenwert cin be
stimmter Eigénwert bergcht, wennmanon dom
cinen Wertsystem der Paramecter kontinuierlich
in das andere Wertsystem ubergcht usw 1 ragen
dhnlicher Art hat I' Hund aufgeworfen!) und
insbesondere dic letzte Frage fiir den Fall cines
Parameters — aut Grund 1on Bospiclen — dahin
tet, daB Ub allge-
meinen — wenn dafiir hein spezieller Grund vor-
handcn ist— nicht vorhommen?)  Wir wollen hrer
dies aligemein begriinden, unsere Methode erlaubt
dabei glmchzcmg dic Untcrmchung von Systemen
mit ind; P

Dic Energicwerte cines Systcms smd bekanat-
lich die Eigenwerte ciner F hend) Matnix

Das obige Potental # weist gewisse Well
mit «ler Periode 7z auf (cos? » und sin 27 gehen
in dic T'ormel cin), welche mit 7 — o gegen o ab-
fallen  Dicse scheinen nun cine interferenzartige
Ausloschung des Wellenpaketes y in den cnt-
fernteren Raumgegenden zu veranlassen?)

So wic wir hier in der Ndhe des Potentials
V= —1 cines mit stationaren Bahnen fanden,
lassen sich auch in der Nahe anderer Potentiale,
4 B V= v solche angeben Dies ist darum er-
wihnenswert, weil ¢s zeigt, daB cine Diskussion

A) 13 h. nso licgen alle seine Deriviesten belichig

nahe hei o .
2) D Potonnl 17 (@) 22=3 =97 war nidht
w0, 03wt vollkommen gt

(ll‘,,), du: wir der Eml’«chhcu lmlber mdluh»
1, etwa #x-di

wollen  Dabei missen wir uns \omcllcn. daBl
alle #* homplexen Groflen #,, noth von cinigen
reellen Parametern x,, %5, . nbh.mgcn, und wir
fragen, durch Anderung wie vieler Para-
meter man im ﬂllgcmcmcn cin Zusam-
menfallen zweier Eigenwerte crreichen
kann. Wir werden schen, dafBl dazu im allge-
meinen drei reelle Paramcterwerte ent-
1) I' Hund, Zeitscln
2) Siche insbesondere 8 752
4) DaBdic Matria Hermitciseh ist, istentscheidend
fiir das Folgende,
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sprechend bestimmt werden mussen (,im all-
gememen'* bedeutet, daB zwischen den Zahlen
#,, keine Beziehungen bestehen, die nicht aus
dem Hermiteschen Charakter folgen)!) Wenn
man also nur cinen oder zwei Parameter
verandern kann, ist esi a nicht méglich,
¢inUberschneiden der Eigenwerte zu er-
reichen

Um dies zu zelgen, zahlen wxr die freien rcellen
1 einer
Matrix mit und ohne doppeltc Eigenwerte ab
Die Differcnz dieser Zahlen wird uns die Anzahl
der zu verandernden Parameter %,, %y, angeben,
durch deren Verand man ein
fallen von Ligenwerten bewirken kann

Man kann bekanntlich jede Hermitesche Ma+
trix (/7,,) durch cinc unitarc Matrix (U,,) auf
die Diagonalform bringen

Hop = X EUy Do ®

wo /2y, £y, . dic Eigenwerte sind  Zur Bestim-
mung der 4, muB man also die # recllen Zahlen
£, und die unitare Matrix (l/ ) kennen, diese
letatere allerdings nur bis auf eine unitire Matrix,
die mit der Diagonalmatnx

Eio o0o. .o
o Ey0 -ro
£y, .
o o &, ° @
|ono £,

vertauschbar ist  Mit ciner solchen darf man
ich (U,,) von hinten multiplizicren, ohne dafl
(1) sich andern wurde. Da eine unitire Matrix #?
reclle Parameter hat,,ist die Anzahl der freien
Paramcter einer Hermiteschen Matrix #3 + f— v
wo f die Anzahl der voncinander verschicdenen
Zahlen unter £y, E,, . .., £, und v die Anzahl
der Parameter einer mit (2) vertauschbaren uni-
tiren Matiix ist. Sind alle £y, £y, ., £, ver-
schicden, so ist mit (2) nur cine Diagonalmatrix
vertauschbar, kann man dagegen dic £, in Grup-
pen cintcilen, etwa so, daf} in den umrahmten
Quadraten lauter gleiche £ vorkommen

|Ey0o|o0o 00 ... o

o k&lo oo . o

ooE,oo. 3
£, o .o )

o

oolo
o o ooE,

o 0o 0o o o I Ef l
1) Man sollte mcinen, da8 das Zusammenfallen
von zwei (natirlich reellen) Eigenwerten nur eine
reelle Bedingung crgnbz Es_soll l\b?r gerade ge-
zeigt werden, daB cin singularer Fgll vorlicgt und
sich die Znhl der Bedingungen so erhoht,

so ist mit (3) jede Matrix vertauschbar, dic nur
an den den Stellen
Stellen von o verschiedene Koeffizienten hat
Soll die Matnx unitar sein, so mussen in den
d unitare stehen

Kann man also die Eigenwerte in Gruppen
mit gy, g2 - ., 1t &t o tg=n)
Eigenwerten emtcnlen, so daB alle Eigenwerte
derselben Gruppe gleich sind, so ist die Anzahl
der freien Parameter gleich

R

In der allgemeinen Hermiteschen Matnx ist
die Anzahl der freien
Pammeter ist 4+ n—13—13—  —1t=
wic man auch auf anderem Wege lcicht ab-
zithltY)  Sollen aber zwei Eigenwerte zu-
sammenfallen, so ist g, =12, g3=g;= =
8u—1 = 1, dic Anzahl der fmcn Parameter ist
B p—1)—Bd—1'—12— | —2= 4
—1)—g—@n—2)=n—3 Man sicht
auch etwa fur # = 2, daB nur ein recller Para-
y
o

) einen

=&=1

meter p frei ist, da nur die Matrix

doppelten Eigenwert hat  Man hann also im
allgemeinen nur durch Veranderung von drei
Parametern ein Zusammenfallen von zwei Eigen-
werten erreichen

Haben wir es mut einer reellen Hermite-
schen Matrix zurtun, so andert sick an dem
Vorangehenden nur das, daB man uberall reelle
orthogonale Matrizen an die Stelle der unitiren
setzen muB  Die Anzahl, der freien Parameter
einer reellen orthogonalen Matnx von # Dimen-
"), s0 daB die An-
zahl der freien Parameter im reellen Fall
” (81 _ (&2 . _ (& 5
()er=(2) = ()= (7] bome

Fur die allgemeine reelle symmetnische Matnx

0 . 1
sionen ist —# (n—1) =

ergibt dies % # (n+1), soll ein doppelter

Eigenwert da sein, so haben war -::- nin+1)—a2.

in diesem Fall geniigt es schon, zwei reelle
Parameter zu verandern durfen, um zwei
Ei zum llen zu bringen

Bel der Analyse der Struhtur der Terme
atomarer Systeme konnten die Eigenwerte in ver-
schiedene Gruppen eingeteilt werden, jede Gruppe
war etwa durch eme azimutale Quantenzahl, den

und das

gekennzeichnet und solange die bezugliche Sym-

1) Es sind # reclle Diagonalelemente und
(s = 1) komplexe Elemente oberhalb der Haupt-
diagonale.
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metrie nicht gestint wird, hat hein Term der einen
Gruppe irgendeine ,,Kenntnis* von den Termen
der anderen Gruppe!)  Terme  verschiedener
Gruppen (d. h verschiedener Transformations-
cigenschaft) haben  sich belicbig  uiberkreuzt
AuBerdem waren simtliche Terme der meisten
Gruppen mehrl‘ad: cntartet Dics steht jedoch
in heinem Widerspruch zu dem V
da hier das ,,im allgemeinen* nicht zutnfit, da
cine geniigende Anzahl von Matrixelementen
immer xdcnnsch verschwindet Ebenso wie in der
G der Tenme werden
honnte, daB heine ,,zufiilligen Entartungen* vor-
hommen, kénnen wir hier annehmen, daB keine
Beziehungen existieren, die nicht aus der Sym-
metne des Systems auf gruppentheoretischem
Wege folgen wurden, also, daB inncrhalb ciner
‘I ermgruppe immer der ,allgemcine Fall* vor-
liegt

2 Tur den Fall von zwei nahe ancinander vor-
beigehenden Elgcnwcrzcn wollen wir dic Verhalt-
nisse noch reck Dazu b
wir das Schrédmgcrwhe Szérungsvcr[.\hren‘),
indem wir die Veranderung der Eigenwerte und
Eigenfunktionen  des  Operators A -+ %V bei
wachsendem % betrachten, wobei wir jedoch an
nehmen, daB die Entfernung von zwei Eigen-
werten — etwa £; und £, — in der Groflen-
ordnung von xVy, oder #V, liegt

In der Figur sind die Eigenwerte als Funktion
von?) x (die Kurven)
Es ist dfbei das ursprungliche x so durch eine

£
|
\
& \
//::_ _ Z,
% Bo_ . / Py
[

1) Siche z B
40, 883, 1927 (S 892) und 43, 624, 1927
2) Sic ist hicr mit dem Uorn, Heisenberg.
Lordanschen identisch
In der Figw stht A und — 4" an Stelle von
x il —x

I* Wigner, Zeitschr f. Phys

neue Variable % -+ ¢ ersetzt, daB fur x = o die
beiden Kurven parallel verlaufen

Fur % = o scien dic Eigenfunhtionen g, (o) = y
und @y(0) = ¢ dic Eigenwerte £y(0) = £—¢
und Z,(0) = £ + ¢ Dann setzen wir an

PR =)y +a{(x)y + X = ay, )y,

@) =@ (p + ay + S a;. )y, @
und erhalten, indem wir dies in
@+ xV) gy (%) = £y () p, () ©
(H + xV) @y () = £; (%) 9y (%)
einfihren und
@, V) =v; @, Vy) =" ©

W, VY =05 9 PY) =Wy, p) =7
setzen, in bekannter Weise (durch Kocffizienten-
vergleich) fur Z,(x)
(£ — e+ xv — By (%) &y (%) + %9’ aj (%) = o( y
%0 @ (%) + (£ + 6+ 20" — E, (0)ai(x) =0 7
Die D dieses Gleich Nult
gesetzt ergibt fur £,(x) (unter Beachtung von
v = ¢”, was aus der Parallclitat der £,(x) und
E (%) Kurven fur x = o folgt)

E () = £ 4 nv — Jer 4 22’} @)
und entsprechend fur Ey(x)

Ey(0) = E+xv+ S+ 0T (8a)

Die beiden Kurven E,(x) und £,(x)
bilden also die beiden Aste einer Hy-
perbel  Dic Stei der beiden A
ist v —|[¢/| bzw v+ |v'|, die minimale Entfer-
nung der beiden Aste 2 &, die Entfernung nimmt
auf das Doppelte zu, wenn x = Zi% wird, die
i

Dauer des Vorbeigehens ist Ax ~ QJ_S_ .

Die Eigenfunktionen g,(x) und ql:(#) sind —
wenn man sich auf die erste Nitherung be-
schrinkt — nach (4) Lincarkombinationen von
y und ¢’, zu ihrer Kennzeichnung genugt es

B =14

%)
arps wnd Faty = ::E;) ©
2u berechnen Diese ergeben sich zu

x5’ s+ s F A
ﬂ‘(”)=5_}lsT+,‘:‘,,'p_ v
(10)
By (0) =

P *

(108)
und sindin der Figur gestricheltaufgetragen, wobei
nuturlich ¢ recll angenommen werden muBte.
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Man sicht, daB tur sehr hleine <
imer= L= -t
wahrend fiir sehr groBe x

By (o) =
gilt <o diB /3, in ﬁ« und g, in 8, ubergehx

» ()

~ yﬂ‘(oc)—-—vr, (11a)

Fur

Terme mit
bog.u’ hu

schwachen in starke Magnetfelder?)
-'lch.l\cm m \lh(\'l\ftulcﬂ axcl\ nicht

in derselben Richtung Incgendcn clehtrisc hu\
Feldes wird man keine Uberhreuzung erreichen
Konnen, da die Difierentialgleichung homplex ist
und zur Erreichung eciner Uberhreuzung drei
Parameter notwendig wiren ndert man auch
den Winkel der budeu Felder, so liBt sich eine

# tur die %o > 1 ist, verhalten sich
und Elgenfunknoncn so, als ob sie uch ub:r-
krcuzen wurdend)

Dic #, ¢’ sind die Matrixelemente von ¥ be-
rechnet mit denjenigen Eigenfunktionen y, ',
dic die richtigen Lincarkombinationen fur ¥ = o
sind  Es ist oft nutzlich, den kleinsten Abstand
2 ¢ und 4 %, die ,,Dauer des Vorbeigehens mit
den Matrinelementen 1"y, Iyg =1 3, 1 5q aussu-
drichen, die mit Hilfe dv  Eigenfunktionen bei
cinem belicbigen % gebildet werden kénnen

Man crhalt nach etwas umstandlicher Rech-
nung fur die hicinste Entfernung der Ligenwerte

| Paal* (By—.
Vo=V + V"

By = Euin =26 = [/

(12)
fur 4 x, die Dauer des Vorbeigehens
2)3¢ 38y — £)| Via |
dx= 1
[T~ [ = Ve +TPp &9
Der Wert (£3— £y)min Wird fur
LT P EE)
4 iU =+l

angenommen Ist Vi, = o wie immer, wenn £,
und £, in verschiedene Termgruppen gehoren,
<o wird sowohl (12) nls auch (13) gleich o das
sind dann d die Verhiltni:
der Uberkreuzung
Wird der P * nicht nur gedankli
aufgefufit, sondern andert man ibn wirklich am
mechanischen System selber, so erfolgt dic Ande-
rung adiabatisch (d h @, (—oo) geht in @,(00)
und ¢y(— 00) — in @4(0) uber), wenn

h

hodr
Ax> 7l (15)
ist; ist dagegen
hda
dz< Te g’ (16)
so geht gy(—00) in ¢a(00), @ol— o) in @ (00)

uber In dicsem Fall hat die Wellenfunktion
keine /et sich 7u andern

Bei der Anwendung Auf Fragen der Zuord-
nung von Molel u Termen
Atome sind jedoch die Bemerkungen von F
Hund? zu bericksichtigen, unsere Formeln
(12), (13) gestatten prinzipiell eine Ubersicht der
Verhaltnisse

Auch fur den Adiabatensatz durfte das Voran-
gehende nicht ganz ohne Belang sein, da dic Ver-
hultnisse  bei ,,Uberkreuzungen® wohl niemals
ganz klar waren,

Dic wichtigste Anwendung scheint sich aber
bei der Londonschen Theorie der chemischen
Reaktion zu ergeben®) Wir wollen darauf hier
nicht niher eingehen, nur auf folgenden Umstand
hinweisen Im 1 c betrachteten Falle dreier
Atome, deren eines in einer durch die beiden
anderen gelegten Ebene beweglich ist, haben
wir zwei freie Parameter, etwa die X und ¥
Koordinate des beweglichen Atoms Da die
Differentialgleichung, reell ist, ist ein Zusammen-
fallen zweier Eigenwerte zwar moglich, aber
nur in einzelnen Punkten In der Tat kommt
es nach F London in erster Naherung nur in
einem einzelnen Punkt vor. Es gilt das nun nach
dem Vorangehenden streng, d h in beliebig
hoher Naherung Man kann also eine untere
und eine obere Energiefliche unterscheiden, die
nur einzelne Punkte gemeinsam haben Diese
Betrachtung laBt sich noch verallgemeinern und
gestattet dann einen Einblich in den Mecchanismus
mchrmomiger Systeme,

1) A Sommerfeld, Zeitschr f Phys 8 =7,
1922, A Landé, Zeitschr f Phys 19, 112, 1023

2) Zeitschr e Phys 62, 6o1, 1928 Bei streng
adiabatischer ‘\uscm'\ndorfuhruug der Atome wiirden
sich nach dem Vorangehenden — wegen der Spin-
wechselwirhung — auch Terme serschiedener Multi-
plettsvsteme nicht hreuzen In dicsem Lall ist jedoch
dic Exzentrizitit der Hyperbel (wegen der Kleinheit
von ¥y, der bpmwechw]\nrkung) so klein. daB die
Hyperbel praktisch in zwei sich schneidende Gerade
ausartet Dasselbe muB nach F London fur zwei
Terme gelten, deren einer zwei aneinandergebrachten
Atomen (X und F) und deren anderer zwei anein-
andergebrachten Tonen (A+ und f"_‘) mupncm.

3. Line A

lung hann das Ve hende | wenn'die roﬂer
vor allem wuf Zuordnungsfeagen finden U a | folgt (Zeitschr f Phys 49 1928, 75)
lolgt die Zuordnungsregel far den Ubergang von s Hll)ntl ‘;;‘;‘;‘0“ 5‘“““‘"‘“"“ l“‘"“""ﬁ S04
bt g

1) Auf diesen Punkt hat bereits F Hund wicder-
holt hingewiesen.

(Eingegangen 35. Mai 1929)
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